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Guia do Professor

Titulo: Bach e a Fita Musical de Moebius
Faixa Etdria: 16 — 18 anos
Duragao: 2 horas
Conceitos Matemadticos: Infinito, circunferéncia de um circulo, raio e diémetro de um
circulo, bidimensional vs. tidimensional.
Conceitos Artisticos: bidimensional vs. tridimensional. Artesanato.
Objetivos Gerais: esta € uma ofima unidade para permitir que os alunos criem e, ao
mesmo tempo, descubram uma imagem cldssica da arte.
Instrugcoes e Metodologias: permita aos alunos a possibilidade de explorar a
matemadtica através da musica e do artesanato, aplicando-a a prdtica. Esta unidade
€ uma boa base para a sua turma descolbrir diferentes conceitos matemdticos
trabalhando com as suas proprias Maos.
Recursos: esta unidade fornece fotos e videos para o professor usar na sala de aula.
Os topicos abordados nesses recursos também serdo uma inspiracdo para encontrar
outros matericis que possam ser relevantes para personalizar e dar nuances a aula.
Dicas para o professor: embora existam muitas atividades prdticas envolvidas,
lembre-se de ser exato acerca da matemdtica.
Resultados de aprendizagem e competéncias: no final desta unidade, o aluno serd
capaz de:

o Entender o infinito de uma maneira aprimorada.

o Explorar as suas habilidades de artesanato.

Sintese e Avaliagdo:

Indigue 3 aspetos que tenha gostado
acerca desta afividade:

Indique 2 conceitos que tenha
aprendido:
Indique 1 aspeto a melhorar:

A el B

O apoio da Comissdao Europeia a produgdo desta unidade ndo constitui um aval do seu conteudo, que reflete unicamente o ponto d e vista dos autores,
e a Comissdo ndo pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagées que possam ser feitas com as informagdes nela contidas.
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Introducgao

A fita Moebius é redescoberta por August Ferdinand Moebius ou foi Moebius quem a

descobriu2 Os gregos antigos j& usavam o simbolo Moebius tdo cuidadosamente
estudado, para denotar eternidade e infinito. Moebius, por outro lado, descobriu as

propriedades matematicas da fita, ou seja, que tem um lado e uma aresta.

Figura 1: Tira de Moebius
(Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:M%C3%Bébius_strip.ipg)

O apoio da Comissdao Europeia a produgdo desta unidade ndo constitui um aval do seu conteudo, que reflete unicamente o ponto d e vista dos autores,
e a Comissdo ndo pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagées que possam ser feitas com as informagdes nela contidas.
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A Fita de Moebius

Agosto Ferdinand Moebius, nascido em 17 de novembro de 1790 em Schulpforta,
morreu em 26 de setembro de 1868 em Leipzig, era um matematico e astronomo

alemado.

Em 1816, Moebius tornou-se professor extraordindrio de astronomia e, em 1844,
professor de mecdanica e astronomia superior na Universidade de Leipzig. O seu
principal frabalho de pesquisa pertence a matemdtica pura, onde inventou um novo
meétodo geomeétrico, o chamado cdlculo baricéntrico. Os cdlculos baricéntricos

usam coordenadas baricéntricos.

O seu resultado mais famoso € a chamada fita de Moebius, que € uma superficie
ndo orientavel que tem apenas um lado. Enquanto Moebius estava totalmente
empenhado em pensar no modo como essa fita poderia ser usada de maneiras
diferentes, simultaneamente, outro pesquisador, chamado Listing estava nos mesmos
caminhos de uma fita bidimensional que sé tem um lado e uma aresta. Os dois
cientistas publicaram simultaneamente artigos sobre as funcdes da fita e chegaram
a0 mesmo resultado aproximadamente ao mesmo tempo, mas foi o nome Moebius
que foi finalmente usado para nomear a fita - e o mundo agora tinha a fita Moebius.
A fita de Moebius:

Figura 2: A fita de Moebius
(Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:M%C3%Bébius_strip_(plot).ong)

e € uma superficie retangular longa
e que é girado 180 graus com as extremidades sobrepostas

* para que, ao longo de seu novo caminho, tenha um lado e uma aresta.

O apoio da Comissdao Europeia a produgdo desta unidade ndo constitui um aval do seu conteudo, que reflete unicamente o ponto d e vista dos autores,
e a Comissdo ndo pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagées que possam ser feitas com as informagdes nela contidas.
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e a superficie ndo € orientdvel e volta ao mesmo ponto constantemente, mas

espelhada, uma vez que possui apenas um lado.

Ndo foram apenas Listing e Moebius que ficaram fascinados com a fita de um lado,
onde um traco pode ser pintado em "todas" as pdginas sem que a caneta seja
levantada. Ainda hoje, a fita Moebius € usada em design grdfico, pois cria uma
imagem dindmica e ilimitada. Na literatura de ficcdo cienfifica, a fita de Moebius é

usada como descricdo para um universo possivel.

A fita de Moebius € o objeto matemdatico mais usado fora do mundo da

matemadtica. Comparando a fita Moebius feita de papel com um loop de musica,
aprenderd que uma musica que pode ser focada do comeco ao fim soando
harmonicamente e melodicamente correta (basicamente, soando bem) € a mesma
coisa que percorrera fita de Moebius uma vez. Entdo, se passar uma segunda vez,

ainda assim comeca no final da peca, para que a Ultima nota se torne a primeira

nota da peca, e, ainda assim, pareca agradavel, obtendo a musica de Moebius. 5
Para descobririsso sozinho, imprima as anotacoes, recorte-as e cole-as nas fitas de

Moebius.

Dé uma olhadela numa fita musical de Moebius:

Figura 4: Simbolo de Reciclagem Figura 3: Bracelete
(Fonte: https://creazilla.com/nodes/46010- (Fonte:https://commons.wikimedia.org/wiki/File:

recycling-symbol-emoiji-clipart

M%C3%BbbiusWeddingBand.JPG)
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O uso atual das fitas Moebius inclui, entre outras coisas, a correia fransportadora
encontrada na fila de caixas num supermercado. A fita real que transporta os
produtos que compramos tem o formato de uma fita de Moebius, pois desse modo
reduz o desgaste e, consequentemente, aumenta a vida Ufil. Durante o periodo
inicial de industrializacdo, a fita Moebius foi usada como o elo entre os motores a

vapor e as maquinas que os motores a vapor usavam (tornos, debulhadores, etc.)

Figura 5: Cachecol tricotado
(Fonte: https://www flickr.com/phot os/smittenkittenoriginals/5080610523/)

Para fazer a sua fita de Moebius precisa de uma fita de papel em formato retangular.
Depois, torca uma extremidade em meia volta e cole as pontas. Se considera que
alguém, digamos uma formiga, caminha ao longo da fita, quando ela for a meio do
percurso, estard do outro lado da fita. A fita Moebius tem, assim, um Unico lado.

Moebius descobriu a fita enquanto observava as tfiangulacoes do avido.

Glossario

Coordenadas baricéntricas: em astronomia, as coordenadas baricéntricas sdo

coordenadas ndo rotativas com a origem no baricentro de dois ou mais corpos.

O apoio da Comissdao Europeia a produgdo desta unidade ndo constitui um aval do seu conteudo, que reflete unicamente o ponto d e vista dos autores,
e a Comissdo ndo pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagées que possam ser feitas com as informagdes nela contidas.
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A Matemdtica por tras da fita de Moebius

Uma fita de Moebius pode ser semelhante a uma drea num sistema de coordenadas.
Esta parte da ferramenta mostrard como essa drea pode ser calculada usando

integrais e funcoes.

Integrais e fungoes
Ao calcular o infegral de uma funcdo, € equivalente a calcular a drea entre o

grdfico e o eixo das abcissas.

Vamos comegar com um exemplo.

Temos a seguinte funcdo:

fx)=2x+4

Figura é: Sistema de coordenadas
(Fonte: autor)

Considere que estd interessado em conhecer a drea da drea que fica entre o

grafico e o eixo das abcissas, e que € delimitada pelas linhas verticaisx =0 e x = 2.

Existe uma formula geral para calcular esses tipos de dreas:

b
[ reax=r@) - F@

Em primeiro lugar, & esquerda, temos o sinal integral: [

O apoio da Comissdao Europeia a produgdo desta unidade ndo constitui um aval do seu conteudo, que reflete unicamente o ponto d e vista dos autores,
e a Comissdo ndo pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagées que possam ser feitas com as informagdes nela contidas.
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Os nUmeros a e b indicam o limite inferior e superior da drea em que estamos
inferessados (no nosso exemplo, a=0e b = 2). A direita do sinal integral vem a
funcdo, com seus limites, que constitui o limite superior da drea. Na parte final a
esquerda, vem d x, que indica que o cdlculo da drea deve ser feito com relagcdo a

alteracdo no x.
No canto direito, a diferenca € indicada: F(b) — F(a)

Esta é a diferenca entre o valor da fungcdo primitiva F no limite superior (x = b) e o
limite inferior (x = a).
E muito conteldo novo que vem com esta férmula de uma sé vez; portanto, a coisa

mais simples € continuar com o Nosso exemplo:

Assim, temos a funcdo conhecida y(x) = 2x + 4 € sabemos o limite inferioré a=0e o
limite superior € b = 2. Assim, podemos caracterizar a parte esquerda da formula, que
NO NOssO exemplo se parece com O que segue (assumimos explicitamente, neste 8

caso, que aintegral € uma dreq, A):

A= fOZ(Zx + 4)dx

A parte direita da féormulainclui a funcdo primitiva F, que ainda ndo conhecemos;
portanto, na proxima etapa, temos que calculd-a, o que fazemos com base nas
regras criadas na secdo anterior. Temos o seguinte:

F(x)=x*+4x + C

Ao calcular aintegral, geraimente escreve-se o cdlculo da seguinte maneira:
b
[ reax = reon:
a
gue no nosso exemplo torna-se
2
f (2x + 4)dx = [x? + 4x]3
0

O apoio da Comissdao Europeia a produgdo desta unidade ndo constitui um aval do seu conteudo, que reflete unicamente o ponto d e vista dos autores,
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Como deve ter notado na férmula acima, ignoramos o fermo constante C ao
escrever o lado direito. A razdo para isso € que esse termo desaparecerd, pois estd
incluido em F (b) e F (a). No entanto, incluimos o termo constante no seguinte

cdiculo, para que veja como ele desaparece:
A= fOZ(Zx +4) dx = [x* + 4x]3 =
=2%2+4%x2+0)—(0>°+4x0+0)=
=44+8+C—-C=12u.a.

Assim, a drea pedida € de 12 unidades de drea.

No exemplo acima, tivemos uma funcdo cujo grdafico ao longo de todo o intervalo
estava acima do eixo das abcissas. Assim, toda a drea em que calculariamos a drea

estd acima do eixo das abcissas.

O que acontece com os cdiculos se a funcdo tfiver valores negativos no intervalo e a
drea calculada nesse caso estiver abaixo do eixo das abcissas? Bem, nesse caso os
cdlculos de integracdo baseados no método que usamos acima levardo a um
resultado negativo. Mas, uma drea ndo pode ter um valor negativo, e € porisso que
precisamos mudar o sinal da integral no caso da drea a calcular estar abaixo do eixo

das abcissacs.

O apoio da Comissdao Europeia a produgdo desta unidade ndo constitui um aval do seu conteudo, que reflete unicamente o ponto d e vista dos autores,
e a Comissdo ndo pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagées que possam ser feitas com as informagdes nela contidas.
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TAREFA

Calcule a drea da drea delimitada pela curva y = x? + 2x + 2, o eixo das abcissas e:
a)asretasx=-lex =1

b) asretasx=-2e x =0.

10
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INFORMAC()ES E RECURSOS ADICIONAIS

Formigas a caminhar numa fita de Moebius

https://www.youtube.com/watchev=ZN4TxmWKObE

Aulas sobre a fita de Moebius:

https://www.youtube.com/watch2v=JNtKcK27x1s

https://www.youtube.com/watch2v=1xKiSSVY5bl

Um peqgueno filme de ficcdo cientifica que aborda o tema da fita de Moebius:

https://www.youtube.com /watch2v=HD?MYY0OaPug

“Isto &€ Matemdtica” T06 EO7 — A Fita de Moebius:

https://www.youtube.com/watch2v=aZZ d-FFOBc

11
Uma breve infroducdo aintegral de linha

https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/integrating-

multivariable-functions/line-integrals/v /intfroduction-to-the-line-integral
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