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Lararguide

Titel: Kvadratiska funktioner i filmen “October Sky”
Alder: 16-18 ar
Langd: 2 timmar
Matematikinnehall: Kvadratiska funktioner
Konstinnehall: Fritt fall, uppskjut
Allmdnna mal: Att férsté en kvadratisk funktion, berdkna koordinaterna fér dess
toppunkt, 16sa kvadratiska ekvationer och olikheter. Berdkna positionen for en
projektil ndr den faller fritt eller kastas rakt upp.
Instruktioner: Visa utdraget av filmen October Sky ddr den kvadratiska funktionen
finns med (Lank i "Lar dig mer”) och uppmana eleverna att se hela filmen hemma;
Anvand en grafisk raknare (till exempel Desmos som finns online) for att visa elevernas
grafer samt resultaten fradn kvadratiska ekvationer/ojamlikheter.
Resurser: Dator med internetuppkoppling; Tillgéng fill: https://www.desmos.com/
Tips till lararen: Borja med att skapa graferna fér vissa kvadratiska funktioner for att
forklara deras egenskaper. Ge ett exempel for vart och ett av de begrepp som |&rs
ut och 1&t eleverna sedan tréna liknande évningar.
Mal och kunskaper: | slutet av denna uppgift ska eleven kunna:

e Forutse en kvadratisk funktion och forsté dess resultat.

e Berdkna den maximala eller minsta punkten for en kvadratisk funktion;

e LOsa kvadratiska ekvationer och ojdmlikheter;

e Berdkna positionen for en projektil ndr det fritt faller eller kastas vertikalt.

Utvardering:
Skriv 3 saker du gillar med denna 1.
uppgift: 2.
3.
Skriv 2 saker du lart dig 1.
2.
Skriv en sak som behdver bli battre 1.
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Inledning

Ibland dr innehdllet i tv-serier eller filmer relaterat till matematik i. Ofta fér dessa
matematiska begrepp inte s mycket vikt, eftersom de inte paverkar sjdliva

berattelsen. Det finns dock n&gra fall ddr de goér det.

Ndagra exempel ar: "21" (USA, 2008), av Robert Luketic; "Proof" (USA, 2005), av John
Madden; "A Beautiful Mind" (USA, 2001), av Ron Howard; "Enigma" (USA, 2001), av
Michael Apted; "Pi" (USA, 1988), av Darren Aronofsky; "Good Will Hunting" (USA, 1997),

av Gus Van Sant och "Cube" (Canada, 1997), av Vincenzo Natali.

| den har uppgiften kommer filmen "October Sky" (USA, 1999,) av Joe Johnston att
diskuteras och matematiska begrepp i den, sGsom projektilbanor och kvadratiska

funktfioner, kommer att behandlas.

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein.
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October Sky

October Sky (1999) ar ett amerikanskt drama -

FROM THE PRODUCER OF “FIELD OF DREAMS ’

baserad p& Homer Hickmans roman "Rocket Boys".
Det ar baserat p& en sann historia om Homer
Hickman, en gruvarbetarson, som mot sin fars vilja
inspirerades till att gdéra egna raketer ndr Sputnik 1

skjots upp | oktober 1957 av Sovjetunionen.

Fritt fall och vertikal utskjutning av raketer, i “October

Sky" anvé@nder Homer och hans vén Quentin sédana

OCTOBER SKY

begrepp for att bevisa sin oskuld fill en brand som

borjade ndra den plats ddr en av raketerna som de

hade skjutit upp kraschade. For att gora det

anvander de kvadratiska funktioner for att visa att Bild 1 - October Sky (1999) filmposter

det var omajligt for en projektil att falla p& en sGdan ~ (Kalahites://plwikipedia.org/wiki/Octob

er_Sky)
plats.

S& smdningom anstélldes Homer Hickman som flygingenjor av NASA.

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein.
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Ordlista

Fritt fall: en rorelse hos en kropp dar tyngdkraften ar det enda som orsakar dess

acceleration.

Projektil: alla féremal som ror sig under pdverkan av tyngdkraften.

Sputnik 1: Jordens forsta konstgjorda satellit som skdts upp av Sovjetunionen den 4
oktober 1957 i Sovjetunionens rakettestenhet, numera kdnd som Baikonur

Cosmodrome.

Verikal utskjutning: att skjuta en kropp uppdt eller nedat, och Hill skillnad frén fritt fall

ge den ett inifialt hastighetsvarde.

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein.
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Matematiken bakom October Sky

Precis som Homer och hans van berdknade i viket omrdde raketen de hade skjutit
ivag kraschade, @r det mojligt att berdkna hdjden pd ett objekt som faller fritt
(tappat) eller &r uppkastat, som en funktion av tiden. Fér att gbéra det anvdands

féljande algebraiska funktion:

h(t) = + =gt? + vot + h,

N =

Dar:

h(t) -> hdjd (i meter)

t > tid (i sekunder)

Vo -> ingdngshastighet (im/s)
hy -> ingdngshojd (i meter)

g -> acceleration im/s? (ungeférligt vérde p& jorden ar 9,8)

Alltsd:

1
h(t) = iEth +vot+hy &

1
h(t) = i§(9, 8)t? + vyt + hy &

h(t) = +4,9t* + vot + hy
Obs: Nér ett objekt skjuts uppifrdn och ned dr dess acceleration positiv, medan nér
det startas nerifrdn och upp ér dess acceleration negativ. Ndr ett objekt ar i fritt fall
eller vertikalt skjuts frdn topp mot botten (dvs, tappas), anvénds plustecknet (+) i

formeln; n&r ett objekt skjuts upp vertikalt frén botten och upp anvdands minustecknet

(-):

Obs 2: Om hojden anges i feet, har formeln foljande form:

1
h(t) = if(gz)tz + vot + hy © h(t) + 16t2 + vyt + h

Dessa kallas kvadratiska funktioner och graferna som harrér hérifréin kallas parabler.

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein.
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L&t oss titta ndrmare pd de kvadratiska funktionerna for att Iéra oss ndgra av deras

egenskaper.
Kvadratisk funktion

Definition och karaktdaristiska egenskaper

En kvadratisk funktion, eller polynomfunktion i den andra graden, ar en funktion f
definierad av:

f(x) = ax?> + bx + ¢, a#0

Dar:
a,b och c drreella tal.

Domdnen fér en kvadratisk funktion ér uppséattningen reella tal.

Grafen fér en kvadratisk funktion &r en kurva som kallas en parabel.

Exempel:

y =2x’ y=-x*+4 y=x*+6x+4

/

Bild 2 - Kvadratiska funktioner
(Kalla: Forfattaren; https://www.desmos.com/)

e Vdardet pd parametern a a pdverkar grafens kurva:
- oma > 0, blir parabeln U-formad, med en oppning overst;

- oma < 0 blir parabeln U-formad, med en o6ppning nederst;

En parabel har visa kdnnetecken

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein.
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e En parabel dr symmetrisk med avseende pd en

\ggmm Axis of symmetry

vertikal linje, som kallas symmetriaxeln..

/

-

e En parabels symmetriaxel ar den vertikala

b
ekvationslinegn x = — —.
2a
e Skdrningspunkten mellan parabeln och o Vertex
1
symmetriaxeln kallas toppunki. '

Bild 3 - Symmetriaxel
(Kdlla:http://calculator.mathcaptain.com/ver
tex-calculator.html)

e Koordinaterna for toppunkten av en parabel

ges av uttrycket

4ac—b?
4a

b
Xy = —5- och yy = f(xy) = f(—zlia) elleryy =

Roten ur en kvadratisk funktion

Roten ur eller noll i den kvadratiska funktionen, f(x) = ax> + bx+c; a,b,c ER R

och a # 0 fill det reella talet x nér f(x) = 0.

Darfér ér roten ur funktionen f(x) = ax? + bx + ¢, a # 0 |6sningarna fér andra
gradens polynomekvation ax? + bx + ¢ = 0, som ges av den s& kallade

kvadratformeln:

—b + Vb?% — 4ac
x:
2a
Vi har:
—b + Vb?% — 4ac
f)=0=ax>+bx+c=0x= a

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein.
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Exempel:
Studera nollorna i funktionen som definieras av f(x) = x> — 6x + 5
e I|dentifieravardena:a=1,b=-é6ec=5

e Anvand kvadratformeln;

f(x)=0(:>x2—6x+5=0(:>x:_(_6)i\/(—6)2—4x1x5

2x1
6 +V16 6+4
SxXx=—900x=%
2 2
6—4V 6+4 ZV 1y 5
=5 =— S x=c =—ox= =
X 2 X 2 X 2 X 2 X X

Rotter = {1, 5}

OBS!:

(& it

1) Antalet verkliga rétter for en kvadratisk funktion beror pd det vérde som erndlls

for den n:e roten A= b? — 4ac, den sa kallade diskriminanten:

o ndr A> 0, finns det tva verkliga (och skilda) rétter;

o ndr A =0, finns det en verklig rot (eller, mer exakt, tvé likadana);

o ndr A <0, finns det inga verkliga rotter.

2) Vissa polynomekvationer av den andra graden kan |6sas utan att anvdnda

den kvadratiska formeln. Detta hdnder fill exempel ndr andragradsekvationer

ar ofullst&ndiga, det vill sdga av typen:
o ax*+c=0;

o ax®*+ bx=0.

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
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Koordinataxlarnas skarningspunkt for en kvadratisk funktion

Skarningspunkt for en graf med axlarna 0y

For att f& koordinaterna for skarningspunkten fér grafen for funktionen f definierad av
f(x) =ax?* + bx +c; a,b,c €R ocha# 0 med axlarna 0y, ersatt x med 0. Eftersom
f(0) = ¢, finns det alltid en skarningspunkt i diagrammet fér kvadratisk funktion med y-

axeln. Koordinaterna for skarningspunkten ar (0, c).

Skarningspunkt for en graf med axlarna 0x (noll for en funktion)
En kvadratisk funktion kan ha en nolla, tvéa nollor eller ingen. Vi tittar p& féljande

grafiska framstaliningar av kvadratiska funktioner.

i 4
).4‘ y1 ¥
M V x: 0 ; 0 x'
Two zeros One zero No zeros
A>0D A=0 A<0Q

Bild 4 - Grafiska representationer av kvadratiska funktiner
(Kalla: http://funcaode2grau.blogspot.com/2008/02/resumo-terico-da-funo-quadrtica.html)

X-koordinaten fér nollkordinatpunkterna ér nollorna i funktionen.

Ndar det gdller den kvadratiska funktionen &r det av intresse att identifiera dess nollor
bdde for uppldsning av andragradsekvationer och ojdmlikheter, liksom for [Gsning av

verkliga sammanhangsproblem.

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein.
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Hitta tecken (+/-) pa rotter till en kvadratisk funktion

e Om funktionen har tva verkliga rétter (A> 0)

f(x) =ax* +bx + ¢ f(x) =-ax*+bx+¢
As0 As 0

Bild 5-Tecken pa en kvadratisk funktion med 2 rétter
(Kalla: https://alunosonline.uol.com.br/matematica/estudo-variacao-sinal-uma-funcao-2-grau.html)

Positiv: |—oo; x1[ U |xy; oo Positiv: [xq; x5[

Negativ: 1xq; x5 Negativ: ]—oo; x1[ U ]x5; +o0[

e Om funktionen har en verklig rot (dubbla lika rotter) (A = 0)

+

f(x) =ax* +bx +¢ f(x) = -ax* +bx + ¢

A=0 A=0
Bild 6 - Tecken pd en kvadratisk funktion med 1 nolla
(Kalla: https://alunosonline.uol.com.br/matematica/estudo-variacao-sinal-uma-funcao-2-grau.htmi)

Positiv: R\{x;} or |—oo; x4[ U ]xy; +oo[ Positivi{ }or @

Negativ:{ l}or® Negativ: R\{x;} or ]—oo; x;[ U |xq; +oo[

e Om funktionen inte har nagra verkliga rétter (A < 0)

+

f(x) =ax* +bx +¢ f(x) = -ax* +bx + ¢

A=0 A=0
Bild 7 - Tecken pd en funktion utan verkliga rétter
(Kalla: https://alunosonline.uol.com.br/matematica/estudo-variacao-sinal-uma-funcao-2-grau.html)

Positiv: R Positivi{ }or
Negativ:{ }or @ Negativ: R

T&eA 01_?4
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Andragradsolikheter

Om "lika med"-tecknet i den typiska andragradsekvation ax? + bx + ¢ = 0, ddr a # 0,
(=) ersatts av ett “inte lika med” tecken (#) blir det en andragradsolikheter.

Att 16sa en andragradsoliknet bestér av att bestémma vardena fér x som motsvarar
de positiva, negativa, icke-positiva eller icke-negativa vardena fér funkfionen y =

ax* + bx + c.
Exempel: Los olikheten x? + 2x > 3
L&sning:

> Forstasteget: x2 +2x >3 x> +2x—-3>0

= Andra steget: Los ekvationen x> +2x -3 =0

-24,/22-4x1x(-3 -2+/16
x*+2x-3=0ox= (3) o x = 2216
2x1 2
-2+4 —2-4 -2+4 -6 2
S x=— = 2vx="ox="vx=e x=-3vx=1
2 2 2 2 2

= Tredje steget: Gor den grafiska representationen for f(x) = x2 + 2x —3 och

identifiera nollorna och omréddena dér funktionen dr positiv och negativ.

Bild 8 — Grafen till funktionen f(x) = x> + 2x — 3
(Kalla: Grafritare)

=>» Fjdrde steget: Skriv 1&6sningen till olikheten.

xX24+2x>30x2+2x-3>0o x€]-0;—3[U]1;+0o]

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein.
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Obs: Den fidigare olikheten kan ocksd visas med /
Desmos. i a=s

N\ —— //(1.3)
| detta fall motsvarar |[6sningsuppsdttningen den \
del av diagrammet fér den kvadratiska i 3
funktfionen som ligger dver ekvationslinjen x = 3,

dvs,C.S.=]—00;—3[U]1;+oo]
Bild 9 — Grafen till oiikheten x? + 2x > 3
(Kdlla: https://www.desmos.com/calculator)

Kvadratisk funktion av typen y = a(x — h)? + k

For att alla kvadratiska funktioner ska representeras som y = a(x — h)? + k, dér (h, k)
ar koordinaterna fér dess topp, behdver du helt enkelt ké&nna fill koordinaterna for

dess topp och ytterligare en av dess punkter.

Kvadratiska funktioner for projektiluppskjutningar
Som ndmnts tidigare kan féljande algebriska funktion berdkna hdjden pd ett objekt

ndar det fritt faller eller skjuts upp vertikalt vid en given fidpunki:

h(t) = +4,9t* + vyt + hy
Dar:
h(t) -> hojd (i meter)
t -> tid (i sekunder)
vy -> ingdngshastighet (im/s)
h, -> ingd&ngshdjd (i meter)

4,9 -> gravitationsacceleration pd jorden i m/s? (visas med g)

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein.
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Kom indg att ndr ett objekt ari fritt fall eller vertikalt skjuts fréin topp fill botten anvénds
plustecknet (+) i formeln, medan om objektet startas vertikalt frdn botten och upp

anvdander vi minustecknet (-).
Vi tittar pd ndgra exempel:

For att underlatta berdkningen, satt aft den universella gravitationskonstanten, g, ar
10 m/s?, viket ger féljande formel:

h(t) = £5t% + vyt + hy

Exempels:

1) En projektil siépps 80 m frdn marken. Om g = 10 m/s? och den inte p&verkas av
andra krafter, bestdm d6gonblicket for nér objektet kommer att traffa marken.
L&sning:

=>» Forsta steget: Skriv formeln som motsvarar hur hogt projektilen befann sig nar

den slapptes.

Objektet sldpptes frdn 80 m, varfér dess initiala hojd ér hy = 80 m. Eftersom den
initiala hastigheten é@r v, = 0 m/s och projektilen gdr uppifrdn och ned, blir
formeln:

h(t) =5t +0xt+ 80 < h(t) =5t?+ 80

= Andra steget: L&s ekvationen h(t) = 0
80
h(t) =0 & 5t> +80 = 0 & 5t2 = 80 < t2 =?(:>t2

=16 t=+vVieo t=14 t=4s.

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
cannot be held responsible for any use which may be made of the information contained therein.
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= Tredje steget: Svar: Projektilen tr&ffar marken efter 4 sekunder.

2) En projektil skjuts upp vertikalt frén marken med en hastighet pd 72 km/h.

Ta reda pad:

a) funktionen for hdjden pd projektilen;
c) den maximala héjden som uppnatts;
d) héjden for t = 3 s och rorelserikiningen vid den tiden;

e) bgonblicket dd objektet n&r marken.

Obs: g = 10 m/s?

L&sning:
a) Omvandling av 72 km/h i m/s resulterar i 20 m/s. Eftersom den ursprungliga
hastigheten arv, = 0 m/s, den initiala hdjden ar hy, = 0 m och att projektilen

skots nerifrdn och upp, dr formeln h(t) = —5t2 + 20 X t + 0 = —5t2 + 20t.

15
b) Den maximala hdjden som uppnds &r parabelns topp. Féljande formel
. .. b
anvands fér att berdkna koordinaterna fér toppens parabel:t = — P
20

T 2x(-s) 2. Detta betyder att den hégsta punkten uppnds efter 2s. Darfor ar

den hogsta punkten h(2) = =5 x 22+ 20x 2 =20 m.

b) h(3) = =5x 32+ 20x 3 =15m. Upp till 2 s riktas rérelsen uppdt (maximal héjd)
och fért > 2s riktas rérelsen neddat, vilkket betyder att objektet sjunker under 3
sekunder.

c) Nedstigningstiden ar lika med stigningstiden, darfér kommer objektet att tréffa
marken efter 2 + 2 = 4 s, Detta resultat kan uppnds genom att 16sa ekvationen
h(t) = 0.

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
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UPPGIFTER
UPPGIFT 1

9 En kula placeras 1,5 m over marken och b aae®
kastas i en viss vinkel till marknivan. ﬁ ﬁ
Kulbanan ges av foljande funktion: | :
x

f(x) = —-0,0025x*> +x+ 1,5

.......

Bild 10 - En projektils kulbana
(Kdlla: Neves, M. A, Pereira, A., Leite, A., Guerreiro, L., & Silva, M.
C. (2006). Matemdtica A2 — Ensino Profissional: Fungdes

Dar f(x) ar kulans hojd (i meter) och x det
horisontella avstandet fran kula till startpunkten. polinomicis. Porto: Porfo Editora.)
1.1 Bestdm det horisontella avstdndet i meter, till en decimal, mellan
startpunkten och punkten ddr kulan landade.
1.2. Bestdm den maximala héjden som kulan nér och hur I&dngt bort den

landade..

UPPGIFT 2

9 L6s analytiskt foljande olikhet 2x% — 8x > —6.

UPPGIFT 3
@ En boll kastas vertikalt uppat.

Hojden h, i meter, nar bollen ar t sekunder efter uppkastet definieras av:
h(t) = 1 + 38t — 5t2.
3.1Best@m h(0) e och tolka resultatet i relation fill situationen.
3.2 Bestdm den maximala héjden som bollen ndr och ndr det intréffar.
3.3 Ndar fraffar bollen marken? Svara med en decimal..
3.4 Vid vilket tidsintervall var bollen mindre dn 30 meter frdn marken? Svara i

sekunder med en decimal.

This project has been funded with support from the European Commission. This publication reflects the views only of the author, and the Commission
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LAR DIG MER...

October Sky (1999) filmhandling
https://www.imdb.com/title /110132477 /2ref =nv _sr 12ref =nv sr 1

Kvadratiska funkfioner i October Sky
https://www.youtube.com/watch2v=udHB3tftPz4

Utseende och egenskaper hos kvadratiska funktioner

https://www.khanacademy.org/math/algebra/quadratics/features-of-quadratic-

functions/v/rewriting-a-quadratic-function-to-find-roots-and-vertex

lgenkdnningstecken for en kvadratisk funktion med koppling fill olikheter

http://www.sosmath.com/algebra/quadraticeq/signgquadra/signquadra.html

Kvadratiskt ordproblem. Projektilrdrelse

https://www.purplemath.com/modules/quadprob.htm

Utforska trigonometriska funktioners grafer med Desmos

https://www.desmos.com/
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