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Guia do Professor

Titulo: Logaritmos na Escala Temperada
Faixa Etdria: 16 — 18 anos
Duracgao: 3 horas
Conceitos Matemadticos: Logaritmos, propriedades dos logaritmos, regras de
operacdo dos logaritmos
Conceitos Artisticos: Escala temperada de 12 notas, notas musicais e frequéncia das
notas musicais
Objetivos Gerais: Perceber o conceito de logaritmo, as propriedades da funcdo
logaritmo e calcular alguns logaritmos
Instrugoes e Metodologias: Serd Util utilizar uma calculadora grafica (pode ser a
calculadora grdfica online Desmos) para mostrar o grdafico da funcdo logaritmo aos
alunos e para verificarem solucdes das tarefas propostas
Recursos: Computador com ligagcdo d internet; Acesso ao website
https://www.desmos.com/
Dicas para o professor: Comecar por dar varios exemplos do cdlculo de logaritmos,
com grau de dificuldade crescente e explicar as suas propriedades e que
alteracoes sofrem consoante a mudanca da sua base.
Resultados de aprendizagem e competéncias:
No final deste mddulo, o aluno serd capaz de:

o Obter o grdfico de uma funcdo logaritmica;

o Calcular o valor de logaritmos de diferentes bases.

Sintese e Avaliagado:

Indique 3 aspetos que tenha gostado 1.
acerca desta afividade: 2.

3.
Indigue 2 conceitos que tenha 1.
aprendido: 2.
Indique 1 aspeto a melhorar: 1.

O apoio da Comissdo Europeia a produgdo desta unidade n3o constitui um aval do seu contetido, que reflete unicamente o ponto de vista dos autores, e a
Comissdo n3o pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagBes que possam ser feitas com as informag&es nela contidas.
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Infroducao

A Matemdtica e a MUsica estdo relacionadas desde sempre, no entanto, apenas no
século VI a.C., existem as primeiras evidéncias dessa relacdo. Pitdgoras comparou o
som produzido por martelos, usados por ferreiros, de diferentes comprimentos com
0s sons produzidos por um monocordio, do qual supostamente Pitadgoras terd sido o
inventor. Com esta comparacdo Pitdgoras descobre as razdoes matematicas por frds

dos sons.

Pitdgoras aprimorou as razdes matemadticas por tras dos sons, afravés do estudo dos
sons que 0 monocordio produzia. Dividiu a corda em duas partes iguais, de seguida
em trés partes iguais e assim sucessivamente. Foi combinando os sons
matematicamente consoante as subdivisdes que ia fazendo e criou escalas onde
cada nota mantinha uma relacdo bem definida com a outra.

Com o passar do tempo as notas foram denominadas conforme as conhecemos

atualmente.

Outras escalar musicais foram criadas por outras culturas e povos, por exemplo o
povo Chinés criou a escala pentatdnica.
Na cultura ocidental foi adaptada uma escala com 12 notas, denominada de

escala temperada ou escala cromdtica.

O apoio da Comissdo Europeia a produgdo desta unidade n3o constitui um aval do seu contetido, que reflete unicamente o ponto de vista dos autores, e a
Comissdo n3o pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagBes que possam ser feitas com as informag&es nela contidas.
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Logaritmos na Musica

Pitadgoras, no século VI a.C., usou o0 monocordio para estudar a relacdo entre o
comprimento da corda vibrante e o tom musical que ela produz.

Imagine-se uma corda esticada e presa nas extremidades. Essa corda vibra
guando tocada no meio, produzindo um som que € chamado de nota
fundamental. De seguida Pitadgoras dividiu a corda em duas partes iguais, depois
em frés partes iguais e continuou a fazer subdivisdes, obtfendo os harmdnicos da
nota fundamental, e foi combinando matematicamente os sons. Da-se assim a
criacdo das escalas, onde cada nota mantém uma relacdo bem definida com a

outra.

q = Z o 3 q
Mantendo-se os intervalos (razdo numérica de > ) entre as notas e partindo do

intervalo de oitava dado pelas frequéncias f, e 2f, pode-se formar a escala
diaténica pitagdrica. As notas obtidas, que vulgarmente conhecemos por DO, Ré,
Mi, FQ, Sol, La e Si, formam a chamada escala diatonica de sete notas que durante

séculos foi a base de outras escalas.

A partir da ldade Média observou-se que ocorriam
alguns problemas (por exemplo as notas Si e DO
eram proximas uma da outra) e decidiu-se criar uma
escala mais abrangente em que todas as notas
deveriam ter a mesma distdncia uma das outras.
Para essa distancia foi definida o valor do intervalo
entre o DO e o Si (um semitom). Este feito resultou
numa escala temperada de 12 notas que foi

melhorada por J. S. Bach.

Fig. 1 - Johann Sebastian Bach
(Fonte:https://commons.wikimedia.org/w
iki/Johann_Sebastian_Bach)

O apoio da Comissdo Europeia a produgdo desta unidade n3o constitui um aval do seu contetido, que reflete unicamente o ponto de vista dos autores, e a
Comissdo n3o pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagBes que possam ser feitas com as informag&es nela contidas.
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Ao confrdrio de Pitdgoras que formou a escala diatonica pitagoérica obtendo 7

notas através de uma divisdo que pode ser representada por fracdes, esta nova

escala temperada pode ser explicada através do uso de logaritmos, conceito

infroduzido por John Napier (1550-1617) e que resultou em 12 notas: DO-Ré-Mi-Fa-

Sol-L& e Si.
Nota Semitom Escala Escala temperada de | Consondncia
Pitagérica 12 notas
D6 0 1 1 1
Do# 1 2Y/12
Ré 2 9/8 22/12
Ré# 3 23/12 6/5
Mi 4 81/64 2412 5/4
Fa 5 4/3 2°/12 4’/3
Fa# 6 2%12
Sol 7 3/2 27/12 3/2
Sol# 8 212
L& 9 27/16 2%12 5/3
La# 10 21%12
Si 1" 243/128 21115
D6 (oitava) 12 2 2 2

Tabela 1 - Divisdo da oitava numa escala temperada de 12 notas

Nouftras palavras, as 12 notas da escala temperada (ou escala cromatica)

1 2 2
correspondem aos logaritmos de base 2: 29, 21z, 21z, ..., 21z e 2.

Tais correspondéncias implicam cordas de
diferentes tamanhos nos instrumentos musicais.
Coincidentemente, os pianos que tém a caixa

de ressondncia de acordo com o famanho

das cordas resultam numa forma que se

assemelha a uma funcdo logaritmica.

=

S

F(x)= log(x)

Fig. 2 - Piano e a fungdo logaritmica
(Fonte: RBECM, Passo Fundo, v. 1, n. 2, jul./dez. 2018)

O apoio da Comissdo Europeia a produgdo desta unidade n3o constitui um aval do seu contetido, que reflete unicamente o ponto de vista dos autores, e a
Comissdo n3o pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagBes que possam ser feitas com as informag&es nela contidas.
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Glossario

Escala Musical: Sequéncia ordenada de tons pela frequéncia vibratdria de sons

(nhormalmente do som de frequéncia mais baixa para o de frequéncia mais alta)
Escala Temperada: divisGo da oitava em doze semitons iguais

Frequéncia: grandeza fisica que indica o nUmero de ocorréncias de um evento,

num determinado intervalo de tfempo

Frequéncia Fundamental: a mais baixa e mais forte frequéncia componente da série

harmonica de um som
Harmoénico: som de uma série que constitui uma nota

Monocordio: antigo instrumento musical, composto por uma caixa-de-ressondncia,

sobre a qual era estendida uma Unica corda presa por dois cavaletes moveis
Nota Fundamental: nota principal de um acorde
Oitava: intervalo entre notas com a metade ou o dobro da sua frequéncia

Série Harmoénica: conjunto de ondas composto da frequéncia fundamental e de

todos os multiplos inteiros desta frequéncia

Semitom: intervalo que é a metade de um tom e que constitui a distncia minima

no sistema musical ocidental tradicional

“#": simbolo denominado sustenido e que indica a elevacdo de um semitom na

nota

O apoio da Comissdo Europeia a produgdo desta unidade n3o constitui um aval do seu contetido, que reflete unicamente o ponto de vista dos autores, e a
Comissdo n3o pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagBes que possam ser feitas com as informag&es nela contidas.
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A Matemdtica por trds da Escala Temperada: logaritmos

Como vimos anteriormente a escala cromatica ou tfemperada foi dividida em 12
partes usando os logaritmos. Assim, vejamos o grafico da figura 3 conhecer o aspetfo
de uma curva logaritmica:

1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100

0

880

Frequéncia (Hz)

La La# Si D6 Do# Ré Ré# Mi Fa Fa# Sol  Sol# La

Notas musicais

Fig. 3 - Frequéncias da escala temperada
(Fonte: Autor; Obs: Valores de frequéncia (Hz) da curva logaritmica arredondados para efeitos de simplificacdo)

Para percebermos mais um pouco sobre logaritmos vamos entdo debrucar-nos

sobre o conceito de logaritmo e as suas propriedades.

Fungdo logaritmica de base a. Logaritmo de um nimero
Qual o nUmero a que é necessdrio elevar 2 para se obter 82
A resposta é 3, pois 23 = 8.

Diz-se, entdo, que "3 é o logaritmo de 8 na base 2" e escreve-se: log, 8 = 3.

Chama-se logaritmo de um nUmero positivo x na base a, com a € R*\{1}, ao nimero
y, tal que: a” = x e representa-se porlog, x, ou seja,
log, x=yo a’=x

Por conseguinte, atendendo a que al =ae a’ = 1, entdo: | logs,a=1 || log,1=0

Eainda que: | log,a*=x | e alogax — y

O apoio da Comissdo Europeia a produgdo desta unidade n3o constitui um aval do seu contetido, que reflete unicamente o ponto de vista dos autores, e a
Comissdo n3o pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagBes que possam ser feitas com as informag&es nela contidas.
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Logaritmo de base 10 e logaritmo de base e.
No cdlculo com logaritmos hd dois que se usam com maior frequéncia: os que tém
base 10 e os que tém base e.

No caso do logaritmo de base 10, conhecido como ‘“logaritmo decimal” ou
“logaritmo comum”, a base pode ser suprimida. Assim, a escrita a usar pode ser log x

em vez de logqg x.

O mesmo acontece no caso do logaritmo de base e, vulgo “logaritmo neperiano” ou
“logaritmo natural”, que pode simplesmente ser representado por Inx em vez de

log, x.

Para calcular logaritmos utilizando a calculadora, utilize os botdes “LOG e “LN”.

Mais especificamente, para verificar que: 1loaf1@ED
- 10% = 100, utilize o botdo “LOG", usado para 2
: 1nd 18@3
calcular logaritmos de base 10; 4. 6A51T7A1SE

- e4605 ~ 100, utilize o botdo “LN”, usado para

calcular logaritmos de base e.

Fig. 4 - Cdlculo de logaritmos
(Fonte: Calculadora cientifica Texas Ti-84 Plus)

Fungdo logaritmica

Chama-se funcdo logaritmica de base a>1 a funcdo

f:RT > R
x—y=log,x

Os grdficos das funcoes f(x) = a* e g(x) = log, x sGo simétricos relativamente a reta

de equacdo y = x. Diz-se que as funcdes f e g sdo inversas uma da outra.

Estas funcoes tém, para a > 1, e tem uma representacdo grdafica que pode ser vista

na figure 5.

O apoio da Comissdo Europeia a produgdo desta unidade n3o constitui um aval do seu contetido, que reflete unicamente o ponto de vista dos autores, e a
Comissdo n3o pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagBes que possam ser feitas com as informag&es nela contidas.
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y=logax

L/

!

Fig. 5 - Grdficos das fungdes ax e logax
(Fonte: Author, Desmos.com)

Propriedades das fungoes logaritmicas
As propriedades das funcdes logaritmicas estdo
relacionadas com as propriedades das respetivas

funcoes inversas (as funcoes exponenciais).

f:Rt >R

,coma > 1o seu grdfico
x— y=1log,x

Seja
tem o aspeto apresentado na figura 6 e as
propriedades da funcdo f serdo:

e fé continua

e Dominio: D = R*

e Confradominio: D' = R

e f(x)=0e=x=1,0useja, f(1)=0

e f € estritamente crescente

e lim f(x) =+
X—+00

y=log.x, a>1 _

Fig. 6 - Grdfico da fungdo y=logax
(Fonte: Autor, Desmos.com)

. 1ir(r)l+ f(x) = —, ou seja, a reta de equacdo x = 0 é assintota vertical do
X—

grafico de f

O apoio da Comissdo Europeia a produgdo desta unidade n3o constitui um aval do seu contetido, que reflete unicamente o ponto de vista dos autores, e a
Comissdo n3o pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagBes que possam ser feitas com as informag&es nela contidas.
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Regras operatoérias de logaritmos

As regras operatorias de logaritmos estdo relacionadas com as regras operatorias das
poténcias. Algumas regras operatoérias de logaritmos sdo:

Considere x € R*,y e R* e a € R* \ {1}.

1. Logaritmo de um produto

O logaritmo de um produto é igual d soma dos logaritmos dos fatores:
loga(xy) = loga(x) + lOga(y)

2. lLogaritmo de um quociente

O logaritmo de um quociente € igual a diferenca enfre os logaritmos dos seus
termos:

log, () = loga(x) ~ log,(»)

3. Logaritmo de uma poténcia 10

O logaritmo de uma poténcia é igual ao produto do expoente pelo logaritmo da
base:

Casos particulares:

1 1_ - n log,(x n—_ 1
log, (;) = —log,(x) porque —=x 1 loga(ﬁ) = gT() porque Vx = xn

4. Mudanc¢a de base

O logaritmo de um numero numa dada base a € igual ao quociente entre o
logaritmo desse niUmero, numa dada base b e o logaritmo de a, nessa mesma base
b:

log,(x) = % , comae b € R'\ {1}

Esta regra torna-se imprescindivel quando pretendemos calcular, recorrendo a

calculadora, o logaritmo de um numero em que a base é diferente de 10 ou e.

X . E - __log5
Por exemplo: log; 5 = e 1,46 ou log;5 = fog 3

~1,46

O apoio da Comissdo Europeia a produgdo desta unidade n3o constitui um aval do seu contetido, que reflete unicamente o ponto de vista dos autores, e a
Comissdo n3o pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagBes que possam ser feitas com as informag&es nela contidas.
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TAREFAS
& TAREFA 1

Calcule o valor de:

1.1. log, 64 1.2 logs5 1.3. logs (8_11) 1.4. log, 1 1.5.log% 2
1.11. log, (%) 1.12. logs 0,2 1.13. log. (e 2) + log, (%)

& TAREFA 2
Calcule o valor de:
21.  1og10000;
22. log0,01;
23. Ine’7;
24. In(Ve) —In(e) + In(e~3);
2.5.  log(10) + log(1) — In(e?);

26. In(e™) —1In (eé) + log(v/10)

@ TAREFA 3
Calcule, utilizando as propriedades dos logaritmos, e confirme com a calculadora:
3.1. log,(64 x 16); 3.2.10g5(81:27); 3.3. log,(329%).

1 5
Sabe-se que log, a = 5 Determine o valor de: log, (%)

O apoio da Comissdo Europeia a produgdo desta unidade n3o constitui um aval do seu contetido, que reflete unicamente o ponto de vista dos autores, e a
Comissdo n3o pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagBes que possam ser feitas com as informag&es nela contidas.
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INFORMACOES E RECURSOS ADICIONAIS

Escala cromdtica

https://www.youtube.com/waichgv=lbgOcXar2UA

Escala Logaritmica

https://www.youtube.com/watch2v=ijhziJ1yd%i4

Logaritmo e funcdes logaritmicas

https://www.khanacademy.org/math/algebra?2/exponential-and-logarithmic-
functions

https://www.youtube.com/watch2v=N-7tcTIrers

Explore os graficos das funcdes logaritmicas através da aplicacdo Desmos:

https://www.desmos.com/

O apoio da Comissdo Europeia a produgdo desta unidade n3o constitui um aval do seu contetido, que reflete unicamente o ponto de vista dos autores, e a
Comissdo n3o pode ser considerada responsavel por eventuais utilizagBes que possam ser feitas com as informag&es nela contidas.
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