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Guia do Professor

Titulo: Série Harmodnica
Faixa Etdria: 13 - 15 anos
Duracgao: 3 horas
Conceitos Matematicos: Séries numéricas
Conceitos Artisticos: Série harmdnica na musica, notas musicais e frequéncia das notas
musicais.
Objetivos Gerais: Perceberem a nocdo de série numeérica e conseguirem calcular
alguns dos seus termos, bem como o seu termo geral.
Instrugoes e Metodologias: De forma a que os estudantes obtenham uma imagem clara
dos modos de vibracdo, exiba o video “Modos de vibracdo” (cf. seccdo “Informacoes
e Recursos Adicionais”) depois da respetiva explicacdo.
Recursos: Uma caneta; A tarefa 1 requer uma caixa de papel, um eldstico e dois |dpis
marcadores.
Dicas para o professor: Comecar por dar alguns exemplos de séries numéricas para
explicar o conceito e depois ensinar a completar as mesmas. Através de um exemplo
explicar como chegar ao termo geral de uma série numérica.
Resultados de aprendizagem e competéncias:
No final deste mddulo, o aluno serd capaz de:

o ldentificar uma série numeérica;

o Calcular alguns termos de uma série numeérica;

o Calcular o termo geral de uma série numérica.

Sintese e Avaliagao:

Indique 3 aspetos que tenha gostado
acerca desta atividade:

Indique 2 conceitos que tenha
aprendido:
Indique 1 aspeto a melhorar:

o
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Infroducao

A Matemdtica e a MUsica estdo relacionadas desde sempre, no entanto, apenas no
século VI a.C., existem as primeiras evidéncias dessa relacdo. Pitdgoras comparou o som
produzido por martelos, usados por ferreiros, de diferentes comprimentos com os sons
produzidos por um monocordio, do qual supostamente Pitdgoras terd sido o inventor.

Com esta comparacdo Pitdgoras descobre as razdées matemdaticas por trds dos sons.

Pitdgoras aprimorou as razdes matemadticas por tras dos sons, afravés do estudo dos sons
gue o monocordio produzia. Dividiu a corda em duas partes iguais, de seguida em trés
partes iguais e assim sucessivamente. Foi combinando os sons matematicamente
consoante as subdivisdes que ia fazendo e criou escalas onde cada nota mantinha
uma relacdo bem definida com a outra.

Com o passar do tempo as notas foram denominadas conforme as conhecemos

atualmente.

Outras escalar musicais foram criadas por outras culturas e povos, por exemplo o povo
Chinés criou a escala pentaténica.
Na cultura ocidental foi adaptada uma escala com 12 notas, denominada de escala

temperada ou escala cromdtica.
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Séries Harmonicas

E do conhecimento comum a escala das sete notas musicais “naturais™: A, B, C, D, E, Fe
G. Ndo obstante, estas sdo representadas na maior parte dos paises pela convencdo
de nomenclatura de solfejo: Do-Ré-Mi-Fa-Sol-La-Si, de acordo com a seguinte
correspondéncia: C-Do, D-Ré, E-Mi, F-F&, G-Sol, A-Ld e B-Si. A definicdo destas notas foi

amplamente influenciada pela Matemdatica.

No século VI a.c, Pitdgoras percebeu que se colocasse uma
corda em vibracdo, esta ndo so vibraria na sua extensdo total,
como também formaria uma série de nds, os quais se dividem
em seccdes mais pequenas, os ventres, que vibram a uma

frequéncia mais alta que a frequéncia fundamental.

Fig. 1 - Busto de Pitagoras

A fim de estudar a relacdo enfre a duracdo da vibracdo da (Fonte:https://commons.wikime
dia.org/wiki/File:Kapitolinischer_
corda e o tom por ela produzido, Pitdgoras usou um Pythagoras_adjusted.jog)

monocordio.

Na figura 2 é possivel observar os nds e os ventres das quatro primeiras frequéncias de
uma série. Para uma facil compreensdo, sdo dispostas separadamente, mas, numa
corda real, todas se sobrepdem, o que origina um desenho complexo, similar & forma

de onda de um instrumento.
< T e e >

Fig. 2 - NOs e ventres das primeiras 4 frequéncias
(Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Frequ%C3%AAncia_fundamental#/media/Ficheiro:Overtone.jpg)
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Imagine uma corda esticada, presa em cada ponta. Ao tocarmos no meio da corda,

esta vibra (figura 3) e produz uma nota, denominada de nota fundamental.

Fig. 3 - Modos de vibragdo de uma nota fundamental 1(f)
(Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Frequ%C3%AAncia_fundamental#/media/Ficheiro:Overtone.jpg)

Pitdgoras decidiu dividir a corda em duas partes (figura 4) e tocar no meio de uma das
partes. O som produzido foi © mesmo, embora com uma frequéncia maior (comumente
exemplificado através da expressdo “a mesma nota, uma oitava acima”). Desde entdo,
ficou provado que sempre que o niUmero de divisdes (ou nUmero harmonico) € multiplo

de um nUmero anterior, o som serd repetido, porém com uma nota mais alta/aguda.

S ———

Fig. 4 — Modos de vibragdo de uma nota fundamental 2(f)
(Fonte: hitps://pt.wikipedia.org/wiki/Frequ%C3%AAncia_fundamental#/media/Ficheiro:Overtone.jpg)

Pitdgoras decidiu entdo experimentar dividir a corda em 3 partes (figura 5) para
descolbrir como soaria e reparou que um novo som, diferente do anterior, fora emitido.
Desta vez, nGo se seguiu a premissa “mesma nota, uma oitava acima”, mas sim uma

nota completamente diferente, tendo direito a outra designacdo — a quinta.

e

Fig. 5 - Modos de vibracdo de uma nota fundamental 3(f)
(Fonte: hitps://pt.wikipedia.org/wiki/Frequ%C3%AAncia_fundamental#/media/Ficheiro:Overtone.jpg)

Este som, embora diferente, combinou bem com o som anterior. Criou uma harmonia
agraddavel ao ouvido, devido ao facto de as divisdes feitas terem as relacdoes
matemdticas de 1/2 e 2/3. Com a divisdo da corda em quatro partes, ele obteve uma
nota conhecida agora como “quarta”. Estas trés notas estdo em consondncia com a
nota fundamental.

Desta forma, continuou a subdividir a corda, obtendo a harmonia da nota fundamental,
e, ao combinar os sons de forma matemdtica, criou escalas, as quais resultam em notas

que se relacionam naturalmente umas com as outras. Ao longo do tempo, foram sendo
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dados as notas os nomes pelos quais as conhecemos nos dias de hoje, que ja foram

mencionados.

Neste processo, cada nota que provém de um objeto sofre a influéncia de uma
frequéncia fundamental que exulta outras harmonias, a qual resulta numa série de
frequéncias — as séries harmaonicas, infinitas e compostas por ondas sinusoidais com
todas as frequéncias multiplas inteiras da frequéncia fundamental. NGo existe uma sé

série harmonica, mas sim uma série diferente para cada frequéncia fundamental.

Olhemos um exemplo de uma série harmonica que comeca com A2/ Ld; (110 Hz). As
primeiras 16 harmonias para essa série podem ser observadas na tabela seguinte:

1(F) A2 L&y 110
2 A3 L&o 220
3 E4 Miz 330
4 As Lds 440
5 C#s Doty 550
6 E4 Miy 660
7 G4 Sol4 770
8 As L4 880
9 Bs Sis 990
10 C#y Dots 1100
11 D#g Ré#s 1210
12 Es Mis 1320
13 F#¢ FO#s 1430
14 Ge Sols 1540
15 Gts Sol#s 1650
16 A¢ Las 1760

Tabela 1 - Primeiros 16 harménicos
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Glossario

Agudo: Som de alta frequéncia da audicdo humana, normalmente acima dos 5 KHz
Escala Musical: Sequéncia ordenada de tons pela frequéncia vibratéria de sons
(normalmente do som de frequéncia mais baixa para o de frequéncia mais alta)

Escala Pentatonica: conjunto de todas as escalas formadas por cinco notas ou tons
Escala Temperada: divisGo da oitava em doze semitons iguais

Frequéncia: grandeza fisica que indica o nimero de ocorréncias de um evento, num
determinado intervalo de tempo

Frequéncia Fundamental: a mais baixa e mais forte frequéncia componente da série
harmonica de um som

Harmonia: combinacdo simultGnea de sons

Harmoénico: som de uma série que constitui uma nota

Monocordio: antigo instrumento musical, composto por uma caixa-de-ressondncia,
sobre a qual era estendida uma Unica corda presa por dois cavaletes moveis

Nota Fundamental: nota principal de um acorde

Oitava: intervalo entre notas com a metade ou o dobro da sua frequéncia

Quarta: intervalo entre notas, que esteja a trés graus de distGncia da primeira, dentfro de
uma escala

Quinta: intervalo entre notas, que esteja a quatro graus de distancia da primeira, dentro
de uma escala

Série Harmoénica: conjunto de ondas composto da frequéncia fundamental e de todos

os multiplos inteiros desta frequéncia
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A Matemdtica por trds da Série Harmodnica: Séries
Numéricas

As divisdes feitas por Pitdgoras na corda do monocordio correspondem a divisdes da

unidade por nuUmeros naturais, ou seja usando a sequéncia 1, 2, 3, 4, ..., n, ou se

. R 1111 1

quisermos, correspondemosequenoo; PYPYIPERT I Se pensarmos na parte que
112 3 n—1

vibra, correspondem a sequéncia—,=,=,=, ...,—.
1’2’3’4’ n

Sequéncias numéricas

Uma sequéncia ou sucessdo, € um conjunto de objetos de qualquer natureza,

organizados ou escritos numa ordem bem determinada.

Exemplos:

O conjunto (janeiro, fevereiro, marco, abril, ..., dezembro) € uma sequéncia ou sucessdo 8

dos meses do ano.

O conjunto (0, 1, 2, 3, 4, ...) € chamado sequéncia ou sucessdo dos nUmeros naturais.

Uma sequéncia numérica € uma funcdo que tem como dominio o conjunto dos

nUmeros naturais e como contradominio (conjunto de chegada) o conjunto dos

nJumeros reas.

As sequéncias numeéricas podem ser finitas, quando € possivel “contar” os seus

elementos, ou infinitas, quanto ndo € possivel “contar” os seus elementos. Visualize, nos

dois casos, as representacdes matematicas:

Sequéncia finita: (a4, az, as, ..., a,)

Sequéncia infinita: (@4, Ay, A3, ..., Ay, ...)
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Leitura dos termos anteriores:

a4 — aindice 1 (primeiro termo ou fermo de ordem 1)
a, — aindice 2 (segundo termo ou termo de ordem 2)
a3 — aindice 3 (terceiro termo ou termo de ordem 3)

a,, — aindice n (enésimo termo ou termo de ordem n)

Veja exemplos de sequéncias finitas e infinitas:

Sequéncia finita: (5,7, 9, 11,13, 15,17, 19)
Sequéncia infinita (3, 5,7, 11, 13,17, ...)

As sequéncias sdo dadas, na sua maioria, através de uma formula matematica
chamada termo geral. Este € a lei de formacdo que define qualguer um dos termos da

sequéncia.
Exemplos:

1) Dada a sequéncia definida por a,, = 4n — 1, comn € N, calcule o primeiro e o

terceiro termos.

Lembre-se de que o dominio desta sequéncia é N, sendo assim, o primeiro termo é a4

e calcula-se substituindo o m por 1.

Paranm = 1,temos:aq =4 X1—-1=3

Il
p—
=

Paran = 3,temos:az3 =4 X3 —1
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2) Considera a sequéncia aritmética 5, 8, 11...

O primeiro termo da sequéncia € 5 e depois do primeiro termo, obtém-se qualquer outro
termo adicionando 3 ao termo anterior.

Veja, por exemplo, os cdlculos seguintes relacionados com os primeiros termos:

1 5 =54+0x3 =5
2 5+3 =54+1x3 =8
3 5+3+3 =5+2x3 =11
4 5+3+3+3 =5+ 3x3 = 14
S 5+3+3+3+3 =5+ 4x3 = 17

Tabela 2 - Exemplo do cdlculo dos n.° termos de uma sequéncia

A tabela mostra que podemos obter o fermo de ordem n (onde n € qualquer ordem de
termo) a partir do primeiro termo 5 e adicionando a razdo 3 repetidamente para n —1
vezes. Isto pode ser escrito algebricamente como b5+ 3(n—1). Esta expressdo

simplificada tem a forma de 3n + 2.
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TAREFAS

IJ TAREFA 1

Utilizando uma caixa de cartdo, um eldstico e dois marcadores, reproduz a experiéncia

realizada por Pitdgoras com um monocordio.

Atente para o facto de, ao mudar o lugar de um dos marcadores, um diferente som é

produzido. Consulte o seguinte video para uma demonstragcdo mais detalhada:

https://www.youtube.com/watch?v=AQJw95-H9mM i1

& TAREFA 2

Escreva os quatro primeiros termos da sequéncia (u,), sabendo que:

21)u,=5n-2
22)u, =-3n+1

2.3)u, = %
1

2.4) u, = 3_n
1

25)u, = =
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@ TAREFA 3

Escreva os dois termos seguintes e o termo geral da sequéncia (u,,) em que os primeiros

termos sao:

3.1) 3,6,9,12,15,..

3.2) 4,9,14,19,24, ..

11 1 1
3'3) 1’_’_,_,_’
4’9’16’ 25
11 1 1
34 —-,-,—,—,.
379’2781
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INFORMACOES E RECURSOS ADICIONAIS

A Matemdtica da Musica (inglés)

https://www.youtube.com/watch2v=rTT1 XHJKKug

Modos de vibracdo (inglés)

https://www.youtube.com/watchev=cnH2ItfW48U

As Séries Harmonicas (inglés)

https://www.oberton.org/en/overtone-singing/harmonic-series/

Compreender intervalos musicais, escalas, afinacdo e timbre (inglés)

http://in.music.sc.edu/fs/bain/atmi02/hs/hs.pdf

Sequéncias numéricas
13

https://pt.khanacademy.org/math/pt-7-ano/algebral-7ano#sequncia-recursiva-e-nao-
recursiva
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